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BAREMO DEL EXAMEN:

El alumno elegira solo TRES problemas de entre los seis propuestos. Cada problema se
valorard de 0 a 10 puntos y la nota final sera la media aritmética de los tres. Se permite el uso
de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar calculo
simbdlico ni almacenar texto o férmulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados
analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre debidamente justificados. Esta permitido
el uso de regla. Las graficas se haran con el mismo color que el resto del examen.

Todas las respuestas han de estar debidamente razonadas.

Problema 1. Para fertilizar una parcela de cultivo se utilizan dos tipos de fertilizantes, A
y B. El cultivo de la parcela necesita un minimo de 120 kilos de nitrégeno y 110 kilos de
fésforo. El fertilizante A contiene un 25% de nitrégeno y un 15% de fosforo, siendo su
precio de 1,2 euros el kilo, mientras que el fertilizante B contiene un 16% de nitrégeno y
un 40% de fésforo y cuesta 1,6 euros el kilo.

a) ¢Qué cantidad se necesita de cada tipo de fertilizante para que el coste de la

fertilizacién resulte minimo? (8 puntos)
b) ¢Cual es este coste minimo? (2 puntos)
., 2x%—3x+5 .
Problema 2. Dada la funcién f(x) = el se pide:
a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados. (2 puntos)
b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen. (2 puntos)
¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (2 puntos)
d) Los maximos y minimos locales. (2 puntos)
e) La representacion grafica de la funcion a partir de los resultados de loa apartados
anteriores. (2 puntos)

Problema 3. Siun habitante de la ciudad de Megal6polis es portador del anticuerpo A4,
entonces 2 veces de cada 5 es portador del anticuerpo B. Por el contrario, si no es
portador del anticuerpo A, entonces 4 veces de cada 5 no es portador del anticuerpo B.
Si sabemos que la mitad de la poblacién es portadora del anticuerpo A4, calcula:

a) La probabilidad de que un habitante de Megalépolis sea portador del anticuerpo B.

b) La probabilidad de que si un habitante de Megalépolis es portador del anticuerpo B,
lo sea también del anticuerpo A.

¢) La probabilidad de que si un habitante de Megaldpolis no es portador del anticuerpo
B, tampoco lo sea del anticuerpo A.

d) La probabilidad de que un habitante de Megaldpolis sea portador del anticuerpo A y
no lo sea del anticuerpo B.

(Cada apartado puntta 2,5 puntos)




Problema 4. Dadas las matrices A = (2 5) yB = (2 4), se pide:

1 2 1 2
a) Halla la matriz inversa de A. (3 puntos)
b) Explica por qué la matriz B no tiene inversa. (2 puntos)
c) Razona por qué la matriz AB no tiene inversa. (2 puntos)
d) Resuelve la ecuacion matricial AB — AX = BA. (3 puntos)

Problema 5. Una empresa farmacéutica lanza al mercado un nuevo farmaco que se
distribuye en cajas de seis unidades. La relacion entre el precio de cada caja y el
beneficio mensual obtenido en euros viene dada por la funcién:

B(x) = —x? + 16x — 55,

donde x es el precio de venta de una caja. Se pide:

a) ¢Qué beneficio obtiene cuando vende cada caja a 6 euros? (2 puntos)
b) ¢Entre qué valores debe fijar el precio de venta de cada caja para obtener
beneficios? (2 puntos)
c) Calcula a qué precio ha de vender cada caja para que el beneficio sea maximo.
¢ Cudl es el beneficio maximo? (2+1 puntos)

d) ¢Entre qué valores el beneficio crece y entre qué valores el beneficio decrece?
(3 puntos)

Problema 6. Un profesor evalla a sus estudiantes a través de un trabajo final. El
profesor sabe por experiencia que el 5% de los trabajos no son originales, sino que son
plagios. El profesor dispone de un programa informatico para detectar plagios. La
probabilidad de que el programa no clasifique correctamente un trabajo plagiado es 0,04
y la probabilidad de que clasifique como plagio un trabajo original es 0,02.

a) Calcula la probabilidad de que un trabajo final, elegido al azar, sea clasificado como
plagio por el programa informatico. (3 puntos)
b) Un trabajo es inspeccionado por el programa informatico y es clasificado como
original. ¢ Cual es la probabilidad de que dicho trabajo sea un plagio? (4 puntos)
c) ¢Qué porcentaje de trabajos finales son plagios y a la vez son clasificados como
tales por el programa? (3 puntos)



SOLUCIONES JULIO 2020

Problema 1. Para fertilizar una parcela de cultivo se utilizan dos tipos de

fertilizantes, Ay B. El cultivo de la parcela necesita un minimo de 120 kilos de

nitrégeno y 110 kilos de fésforo. El fertilizante A contiene un 25% de nitrégeno y

un 15% de fésforo, siendo su precio de 1,2 euros el kilo, mientras que el fertilizante

B contiene un 16% de nitrégeno y un 40% de fosforo y cuesta 1,6 euros el kilo.

a) ¢Qué cantidad se necesita de cada tipo de fertilizante para que el coste de la

fertilizacion resulte minimo?
En primer lugar, se definen las variables del problema:
x:N2de kilos del fertilizante A
y: N2de kilos del fertilizante B
Teniendo en cuenta esto, la funcién objetivo es el coste:
flx,y) =12x+ 1,6y
Y las restricciones son:

0,25x + 0,16y = 120 — Minimo de 120 kg de nitrégeno
0,15x + 0,4y = 110 — Minimo de 110 kg de fésforo
x 2 0 - Las cantidades deben ser positivas
y = 0 - Las cantidades deben ser positivas

Expresando las inecuaciones con nimeros enteros:

0,25x + 0,16y = 120 25x + 16y = 12000
0,15x + 0,4y = 110 - 15x + 40y = 11000
x=>0
y=0 y=0

Dibujamos las rectas asociadas a cada inecuacion:

_ 12000 — 25x 11000 — 15x —0
y - 16 ] J/ - 40 ] 1] y -
12000 — 25x 11000 — 15x

Y= 16 T 10

(8 puntos)



x=0

80 125x+ 16y =12000

5x + 40y = 11000 \

~ oo \

\ e

/

Lo v\
4 400 600 \m\ﬂm 1200

Cogemos un punto y comprobamos si cumple las condiciones del ejercicio. Por ejemplo,
si cogemos el punto P(0,0):

25x + 16y = 12000 -»; 0 = 12000? No — Se cumple para punto situado al otro lado.
15x 4+ 40y = 11000 —;0 = 11000? No — Se cumple para punto situado al otro lado.
x>0-;0=0?Si - Se cumple para ese lado de larecta.

y=0-;02=0?S{ - Se cumple para ese lado de la recta.

25 XL 6yE=£12000)

{15x¢240y1=K11000




Por tanto, la zona donde se cumplen todas las condiciones es la region sombreada de
la gréafica:

By = 12000

600

L 15x + 40y = 11000
~ 400

200 .

5.':{] C

—400 —-200 0 200 400 \ 600 200 1000 1200 14

Las coordenadas de sus vértices no se pueden obtener, de forma exacta, graficamente.

Por tanto, se calculan resolviendo el sistema formado por las rectas correspondientes:

x=0 12000 -0

25x + 16y = 12000} S yE——e— 2Yy=750 "7 A(0,750)

25x + 16y = 12000} %3 75x 448y = 36000  Sumando
—— —152y = —19000
15x + 40y = 11000} — —75x — 200y = ~55000 {

x (-5

Sustituyendo 12000 — 16 - 125
y=125 —— 25x+16-125=12000 - x= 55

x =400 - B(400,125)

y=20 11000 — 0
15x + 40y = 11000} > x=——— >x=73333 ~ €(733.33,0)

Valoramos la funcién objetivo f(x,y) = 1,2x + 1,6y en cada uno de los vértices de la
region:
A - f(0,750) =1,2-0+ 1,6 - 750 = 1200
B - f(400,125) =1,2-400 + 1,6 - 125 = 680 « MINIMO
C - f(733.33,0) =1,2-733.33+ 1,6 - 0 = 880

El minimo se alcanza en el punto B(400,125), con un valor de 680. Por tanto, con 400

kg de fertilizante A y 125 kg de fertilizante B el coste de fertilizar la parcela es minimo.
b) ¢Cudl es este coste minimo? (2 puntos)

Como ya hemos calculado, el coste minimo es de 680 euros.



2x2—3x+5

Problema 2. Dada la funcién f(x) =
f) =77

, Se pide:

a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados. (2 puntos)

Al ser una funcién racional, el dominio son todos los niumeros reales (todo R) menos los

valores que anulen el denominador:
x2—-1=0 - x2=1 - x=vV1 > x=+1
Por tanto, el dominio de la funcién es:
Domf(x) = R—{-1,1}
A continuacion, calculamos los puntos de corte con los ejes:

e Corteconelejex: y=0

2x%> —3x+5
- T T

y=0 - x2 -1
2x2 =3x+5=0-(x?-1) - 2x2-3x+5=0
_3i\/(—3)2—4'2'5_3i\/9—40 No existe
* = 2.2 - 4 - (discriminante negativo)

Por tanto, no hay punto de corte con el eje OX.

e Costeconelejey:x=0

. 2.02-3-045 5 _ .
= bl = - = —= —
X y 02 -1 Y=

Por tanto, el punto de corte con el eje OY es P(0,-5)

b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen. (2 puntos)

e Asintotas verticales: x = a

La funcion es continua en todos los puntos excepto en los que se anula el
denominador. Por tanto, estos puntos (x = —1 y x = 1) son los candidatos para

convertirse en asintotas verticales.
Enx=-1:

" o = i 2x* =3x+5 2+3+5 10 Ind L
xl}r{llfx _xlrzll x2—1 = 0 _F - naeterminacion

Para resolver esta indeterminacion se calculan los limites laterales:

i o = i 2x2 —=3x+5 10 c i i
= _ = — =00
Am 0= im —a 1 T omo lim, f() # lim_f(x)

_ . 2x*-=3x+5 10
llrri_f(x) = lim =—=
x——

no existe lim f(x)
- = = x—->-1
x->-1"  x2-1 0-

— OO

Por tanto, la funcién tiene una asintota vertical en x = —1.



Enx =1:

lim £ = I 2x*—=3x+5 2-3+5 4 nd L
lim f(x) = lim o 5 =5 — [ndeterminacion

Para resolver esta indeterminacion se calculan los limites laterales:

. o = i 2x> —-3x+5 4 \C . |
= —_ e — =00
0= i S e | omo i 10 % i /9
2x>—3x+5 4 no existe lim f(x)
i = i —_—m —m = — = - -1
Jim fC) = lim —5 === ) *

Por tanto, la funcién tiene una asintota vertical en x = 1.

e Asintota horizontal: y = b

2x2—3x+5_oo

b = lim f(x) = lim — > Indeterminacién
X— 00 X— 00 (0]

x?2 -1
. . 2x?
Aol eSS

Como este limite es finito, existe asintota horizontal en y = 2.

e Asintota oblicua: y =mx+n
Como la funcién tiene asintota horizontal, no puede tener asintota oblicua.
c) Losintervalos de crecimiento y decrecimiento. (2 puntos)

Derivamos la funcién e igualamos a cero:

2x*>—3x+5 ) (4x—3)-(x?2—1)—2x-(2x* —3x +5)
fO=—7—7— = fW= (x2 — )2 N
,()_4x3—4x—3x2+3—4x3+6x2—10x_3x2—14x+3
= CREVE R
') = 0 3x% —14x + 3
= - R
f R

3x2 —14x+3=0-(x*-1)?> - 3x>—-14x+3=0

(14 + 160
14+./(-14)2-4-3-3 14+v196 —36 14 +160 QT:L}M
X = = = =
2-3 6 6 | 14 — V160
— =023

Representamos y tomamos un valor de cada intervalo del dominio para calcular el signo

de la derivada:

| |
0,23 4,44

12—-28+3 13. .,
— 5 =—9, G =

75—70+3 8

0-0+3 _ 3 _
25-1)% 576

"(0) =
f(0) 0172

=3;f'(2) =
(—1)° (4—1)



3 > 0 - creciente —g < 0 - decreciente % > 0 — creciente

7 \ 7
Hay que tener en cuenta que, aunque el dominio no afecte al signo de la derivada, en

€s0s puntos no existe funcién. Por tanto:

Por tanto, la funcién es creciente de (—oo, — 1) U (—1,0.23) U (0.44, ) y decreciente de
(0.23,1) U (1,4.44).

d) Los maximos y minimos locales. (2 puntos)

Como se puede observar en la recta anterior, en x = 0,23 presenta un maximo local y

en x = 0,44 un minimo local. Las coordenadas de estos extremos relativos son:

2-023°-3:023+5_ 4416 _ Max. local(0.23 , —4.66)
0,232 — 1 —0,947 ' R }

f(0,23) =

24,44 -3 -444+5 31,107
4,442 — 1 "~ 18,714

f(4,44) = =1,66 — Min.local(4.44,1.66)

e) La representacion grafica de la funcion a partir de los resultados de loa
apartados anteriores. (2 puntos)

Hacemos una tabla de valores y representamos la funcion teniendo en cuenta las

asintotas y el dominio.

wa

X !
— 2
3
) 63 ~————————-———-- I e B T e e R et
|
05 | =53 l '
il -5 —4 -3 +2 -1 0 lI 2 3 4 5 6 T
0 -5 l :
i -1
023 | —4.66 | |
2 23 ! = i
444 | 1.66 ! -
5 |1.666 ! :
| :
I |
| |
| |
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Problema 3. Si un habitante de la ciudad de Megalépolis es portador del
anticuerpo A, entonces 2 veces de cada 5 es portador del anticuerpo B. Por el
contrario, si no es portador del anticuerpo A, entonces 4 veces de cada 5 no es
portador del anticuerpo B. Si sabemos que la mitad de la poblacion es portadora

del anticuerpo 4, calcula:

a) La probabilidad de que un habitante de Megal6polis sea portador del
anticuerpo B.

En primer lugar, realizamos el diagrama de arbol:

Portador
B
anticuerpo B (B)

Portador
antlcuerpoA

No portador l_]

e
\anticuerpo B
e
RN

Portador (B)
anticuerpo B
No portador
antlcuerpoA
No portador (B ]
anticuerpo B

La probabilidad de que un habitante sea portador del anticuerpo B sera:
P(B) = Probabilidad de que sea portador del anticuerpo A y del anticuerpo B +
+Probabilidad de que no sea portador del anticuerpo A pero sidel B
Es decir:
P(B) = P(4) - P(B|A) + P(A) - P(B|A) =

=0,5 2+05 1—1+1—3—o3
" 5 55710 10

b) La probabilidad de que si un habitante de Megalépolis es portador del

anticuerpo B, lo sea también del anticuerpo A.

En este apartado nos preguntan sobre probabilidad condicionada. En concreto, nos
piden calcular la probabilidad de que un habitante sea portador del anticuerpo A
sabiendo que es portador del anticuerpo B:

P(ANB)

P(A|B) = P(B)

P(A n B) establece la probabilidad de que ocurra el suceso B y ocurra el suceso 4, es

decir:



P(ANB) = P(A) - P(BA) = 0,5 §=%

La probabilidad de que sea portador del anticuerpo B ya la habiamos calculado en el

apartado anterior (P(B) = 1%).

Asi, tenemos:

2—066
15 3

P(AIB) === — =

[S=Y
olwlmlr—x

c) La probabilidad de que si un habitante de Megal6polis no es portador del

anticuerpo B, tampoco lo sea del anticuerpo A.

En este apartado nos preguntan, de nuevo, sobre probabilidad condicionada. Nos piden
calcular la probabilidad de que un habitante no sea portador del anticuerpo A sabiendo
gue tampoco lo es del anticuerpo B:
__. P(AnNnB
P(A|B) = (—_)
P(B)
P(A n B) establece la probabilidad de que no ocurra el suceso B y ni el suceso 4, es

decir:

P(ANB) =P(A) - P(BIA) =05 §=§

La probabilidad de que no sea portador del anticuerpo B (P(B)) es:

_ 3 7
P(B)=1-P(B) = 1—E:E
Asi, tenemos:
— % 20 4
P(AIB) :z:£:7:0,57
10

d) La probabilidad de que un habitante de Megal6polis sea portador del

anticuerpo Ay no lo sea del anticuerpo B.
En este caso nos piden que el habitante cumpla dos requisitos: que sea portador del

anticuerpo A y no lo sea del B (P(4 n B)). Observando el diagrama:

_ _ 3 3
P(ANB) =P(4) P(BIA) = 05-Z=25=03

(Cada apartado puntta 2,5 puntos)



. _ (2 5 _(2 4 A
Problema 4. Dadas las matrices A = (1 2) yB= (1 2), se pide:

a) Halla la matriz inversa de A. (3 puntos)
La inversa de la matriz A se obtiene mediante la siguiente expresion:

_ Adj(A")
4]

-1

Por tanto, para que una matriz sea invertible su determinante debe ser distinto de cero.

Vamos a comprobarlo:
|A| = |i §| =4-5=-1 - |Al#0 - Lamatriz Aes invertible.
Calculamos los términos de la expresion anterior.
La traspuesta de una matriz se obtiene intercambiando las filas por columnas:
=G )
La matriz adjunta es aquella en la que cada elemento se sustituye por su adjunto,

teniendo en cuenta la posicién que ocupa para asignar el signo.
AT:@—*] — S Adj(AT) = +2 —;::)
2 =1

Siguiendo este procedimiento:

agan = ("7 13)

Sustituyendo en la expresién de la matriz inversa:

3D = s

b) Explica por qué la matriz B no tiene inversa. (2 puntos)

ATl =

Para que una matriz sea invertible su determinante debe ser distinto de cero. Vamos a

comprobarlo:
_12 4| _ _ _ . . .
|B| = |1 2| =4—-—4=0 - |B|=0 - LamatrizB no es invertible.

¢) Razona por qué la matriz AB no tiene inversa. (2 puntos)

En primer lugar debemos calcular la matriz AB:

-G 9-C H-(1 -G

Comprobamos su determinante para saber si es invertible:



9 18

|AB|:|4 8

| =72-72=0 - |AB|=0 - LamatrizAB no es invertible

d) Resuelve la ecuacion matricial AB — AX = BA. (3 puntos)
Despejamos X de la expresion:
AB—AX=BA - AB —BA=AX
A™1-AX =A"1. (4B — BA)
X=A"1-(4B — BA)

Sustituyendo:
_(—2 5\ ((9 18\ _
X_(1 _2) <(4 8) BA)
Calculamos la matriz BA:

pa=(; 3G D=6 §7)=G )

Sustituyendo en la ecuacion:
=256 D6 )
=7 36T 550
=7 )6 %) - x=(F )
Problema 5. Una empresa farmacéutica lanza al mercado un nuevo farmaco que

se distribuye en cajas de seis unidades. La relacion entre el precio de cada cajay

el beneficio mensual obtenido en euros viene dada por la funcién:
B(x) = —x* +16x - 55,
donde x es el precio de venta de una caja. Se pide:
a) ¢Qué beneficio obtiene cuando vende cada caja a 6 euros? (2 puntos)
Nos piden calcular el valor de la funcién cuando x = 6:
B(6) =—-6>+16-6—-55=-36+96—-55=5
Se obtendria un beneficio de 5 euros.

b) ¢Entre qué valores debe fijar el precio de venta de cada caja para obtener

beneficios? (2 puntos)

En primer lugar, deberiamos calcular las raices de la funcién, es decir, cuando la funcién

toma valor cero:



Bx) =0 - —x*>+4+16x—-55=0

—16+ /162 —4-(-1) - (-55) —16+V256—220 —16++V36

B(x) =

2 (-1) -2 —2
~16+6
_-16+6 | T =0
-2 )-16-6
——=11
—2

Analizamos cada tramo entre estos intervalos para comprobar cuando es positiva:

5 "

B(0)=-0?+16-0—55=-55 B(6)=-6°+16-6—55=5 B(12)=-122+16-12-55=-7

B(x) <0 B(x) >0 B(x) <0
El beneficio es positivo en (5,11) por lo que se debe fijar un precio por caja mayor que
5y menor que 11.

c) Calculaaqué precio hade vender cada caja para que el beneficio sea maximo.

¢,Cual es el beneficio maximo? (2+1 puntos)
Para obtener los extremos hay que derivar la funcion e igualarla a cero:
B(x) = —x*+16x—55 - B'(x)=-2x+16
B(x)=0 -» —-2x+16=0 - x=8

Para comprobar si se trata de un maximo o un minimo debemos hacer la segunda

derivada:
B"(x) = =2 < 0 » maximo

Por tanto, el beneficio es maximo en x = 8, es decir, cuando la caja cuesta 8 euros el

beneficio obtenido es maximo.

Este beneficio maximo es de:
B(8)=-82+16-8—-55=9

Si la caja cuesta 8 euros se obtiene 9 euros de beneficio.

d) ¢Entre qué valores el beneficio crece y entre qué valores el beneficio decrece?

(3 puntos)
Como hemos visto, la primera derivada vale cero cuando x = 8:

B(x)=0 -» —-2x+16=0 - x=8



Tomamos un valor de cada intervalo para calcular el signo de la derivada:

8
B'(0)=—-2-0+16=16 B'(10)=-2-10+16 = —4
B'(0)=>0 B'(10) <0
Creciente m

El beneficio es creciente para precios de 0 a 8 euros, y decreciente a partir de los 8

euros.

Problema 6. Un profesor evalla a sus estudiantes a través de un trabajo final. El
profesor sabe por experiencia que el 5% de los trabajos no son originales, sino
gue son plagios. El profesor dispone de un programa informatico para detectar
plagios. La probabilidad de que el programa no clasifique correctamente un
trabajo plagiado es 0,04 y la probabilidad de que clasifigue como plagio un trabajo

original es 0,02.

Realizamos el diagrama de arbol:

Programa lo
clasifica como (CO)
0,98 original
Trabajo original
(O) 0,02 Programa lo

0,95 clasifica como (CP)
plagio
\

Programa lo
clasifica come (CO)

0.04 original
Trabajo plagiado
(P) 0.9 Programa lo
’ clasifica como (CP)
plagio

a) Calcula la probabilidad de que un trabajo final, elegido al azar, sea clasificado

como plagio por el programa informatico. (3 puntos)
La probabilidad de que un trabajo sea clasificado como plagio es:
P(CP) = Probabilidad de que sea original y se clasifique como plagio +

+Probabilidad de que sea plagio y se clasifique como tal



Es decir:
P(CP) = P(0) - P(CP|O) + P(P) - P(CP|P) =
=0,95-0,02+0,05-0,96 = 0,019 + 0,048 = 0,067

b) Un trabajo es inspeccionado por el programa informético y es clasificado
como original. ¢Cual es la probabilidad de que dicho trabajo sea un plagio?
(4 puntos)

En este apartado nos preguntan sobre probabilidad condicionada. En concreto, nos
piden calcular la probabilidad de que un trabajo sea plagio (P) sabiendo que ha sido
clasificado como original (CO):

P(PNCO)

P(P|CO) = 5(C0)

P(P n CO) establece la probabilidad de que ocurra el suceso €O y ocurra el suceso P,
es decir:
P(PNnCO) =P(P)-P(CO|P) =0,05-0,04 = 0,002
La probabilidad de que sea clasificado como original P(C0)) es:
P(CO)=1-P(CP)=1-10,067 = 0,933

Asi, tenemos:

0,002
P(P|cO) = 0933 0,0021

c) ¢Qué porcentaje de trabajos finales son plagios y a la vez son clasificados

como tales por el programa? (3 puntos)

En este caso nos piden que el trabajo cumpla dos requisitos: que sea plagio y que sea

clasificado como tal por el programa (P(A N B)). Observando el diagrama:

P(PnCP) = P(P)-P(CP|P) =0,05-0,96 = 0,048



