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Matematiques

Serie 1

Responeu a QUATRE de les sis questions seglients. En les respostes, expliqgueu
sempre queé voleu fer i per queé.

Cada questio val 2,5 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no es permet I’is de calculadores o altres
aparells que poden emmagatzemar dades o que poden transmetre o rebre
informacio.

Podeu utilitzar les pagines en blanc (pagines 14 i 15) per a fer esquemes,
esborranys, etc., o per a acabar de respondre a alguna qliesti6é si necessiteu més
espai. En aquest Gltim cas, cal que ho indiqueu clarament al final de la pagina de
la questié corresponent.

1. Tracem la recta tangent a la funcié f(x) = lz"‘ 1
x

per un punt P = (a,f(a)) del primer quadrant.
Aquesta recta juntament amb els eixos de 34
coordenades formen un triangle.

a) Comproveu que l'area d’aquest triangle, en

funcié de a, ve donada per la funcié 21
(a? + 3)?
9(@) =—— N
[1,25 punts]
b) En quin punt P l'area del triangle és minima? x
Calculeu aquest valor minim. E

[1,25 punts]

2. Considereu el sistema d’equacions lineals seguent, que depén del parametre real k:

S5x +y+4z=19
kx + 2y +8z =128
Sx+y—kz=23+k

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k.
[1,25 punts]

b) Resoleu, si és possible, el sistema per al cas k = 0.
[1,25 punts]



a) Calculeu I'equacié general del pla T que passa pel punt (8, 8, 8) i té com a vectors
directorsu =(1,2,-3)iv = (-1,0,3).

[1,25 punts]
b) Determineu el valor del parametre a perqué el punt (1,-5,a) pertanyi al pla 7 i

calculeu l'equacié parameétrica de la recta que passa per aquest punt i és
perpendicular al pla .

[1,25 punts]

2
. L ax“+b o R
Considereu la funcioé f(x) = ~ enqueai b son dos parametres reals. Calculeu

els valors de a i b de manera que la funcié f(x) tingui una asimptota obliqua de
pendent 1 i un minim en el punt de la grafica d’abscissa x = 2.
[2,5 punts]

o . 1 1
Sigui la matriu A = (_3 _4).
a) Trobeu la matriu X que satisfa I'equaci6 AX =1 —3X, en que I és la matriu
identitat d’ordre 2.
[1,25 punts]
b) Comproveu que la matriu X és invertible i calculeu-ne la matriu inversa.
[1,25 punts]

Considereu la funcié f(x) = x3.

a) Calculeu en quin punt del tercer quadrant la recta tangenta y = f(x) és parallela
alarecta 3x — y = 4. Calculeu I'equacio de la recta tangent a la grafica en aquest
punt i feu un dibuix aproximat de la grafica de la funcié i les dues rectes.

[1,25 punts]

b) Calculeu I'area de la regi6 delimitada per y = f(x) ilarecta y = 3x + 2.

[1,25 punts]



SOLUCIONES JULIO 2020

y
1. Tracem larectatangent ala funcio f(x) = xi2+ 1 *
per un punt P = (a,f(a)) del primer quadrant. -
Agquesta recta juntament amb els eixos de
coordenades formen un triangle. .
La ecuacion de la recta tangente en un punto x, es:
y = f(xo) = f'(x0) (x — x0) 14
Hay que calcular la pendiente de la recta tangente, que |
viene dada por la derivada de la funcion: x
f(x)=xlz+1=x‘2+1 - mkx)=f"(x)=-2x"3 e D, : .
2 -1J
x3

En un punto P(a, f (a)) del primer cuadrante, la ecuacién de la recta tangente es:

1
f(a)=§+1 1 2
2 ¢ (@) =@
f'(a)=—5
1 2 2 2 2 1
y—;— =—EX+E(1 - y=—5x+?+;+1 - y=—$x+;+1

a) Comproveu que 'area d’aquest triangle, en funcié de a, ve donada per la
funcio

(a? +3)

gla) = ia

[1,25 punts]
El triangulo que forma con los ejes de coordenadas tiene vértices en 0(0,0),4(0,y) y

B(x,0). Calculamos esas coordenadas teniendo en cuenta los puntos de corte de la

funcién con los ejes:

Ejex -y =0 2 3 2 3 2 3+a?
2 3 0:——3X+—2+1 s —3X:—2+1 d —3X: 2
y=——=x+—5+1 a a a
a a
a®-(3+a?) a-(3+a? 3a+a 3a +a?
X=——m——" 5 x=—— " 5 x= = B ,0
2a? 2 2
Ejey »x=0 2 3 3 3+ a2
2 3 L0+ =41 =41 -
y=——=x+t—5+1 Y 3 a? BT oY a?
a a




El &rea de un triangulo es:

. base - altura
Area = ——

2
base = 3a + a3\ p base-altura 3a+ad . 3+ a?
T } ki Area 2 a’
_— =
3+a? 2
altura = p J
(Ba+a®) - B +a?
Areq = 242 _B+a*)-B+a*) (B+a?)?
rea = > = ™ =0
Por tanto, queda demostrado que:
a’?+3)%
g(a) = g = Area

4a
b) En quin punt P I’area del triangle és minima? Calculeu aquest valor minim.
[1,25 punts]

Para calcular el area minima derivamos y obtenemos las raices de la primera derivada

igualandola a cero:

24+3)2 1d 2+3)2
0= L L ()

4a a

. _ c -d— d’
Aplicando la regla del cociente: ( ) =

4?4372 a-tL(@)- (a2 +3)?

, _ 1
9'@= 4 e
12-2a-(@*+3)-a—1-(a®+3)? ) 14a2(a +3) — (a? + 3)?
g'(a) =~ e - g'(a)=- 12
, 4a%(a? +3) — (a? + 3)? , (a? +3)(4a% — (a? + 3))
g = O > g0 = -~
S =0 - (a® +3)(3a%? —-3) “ o

4q?

2 — ’_ _ _J = . .
(@ +3)(3a2-3) =0 {a +3=0 - a*=-3 - a=+Vv-3 - Notienesolucion

3a2-3=0 - 3a?2=3 > a?=1 » a=V1 » a=+1

Representamos y tomamos un valor de cada intervalo para estudiar el comportamiento

de la funcién antes y después de ese valor:



_ 1 ]
, (=2 +3)3(=2*-3) , _ (057 +3)(3-0,5° - 3) o (2243)(3:-27-3)
g'(-2) = 3(-2)° g'(0,5) = 105 g'(2) = Yo
(4+3)(12—-3) 7.9 63 , (0,25 + 3)(0,75 — 3) \ (4+3)(12—-3) 7-9 63
(O AT S e e o = S = T " _304
g'(-2) o & = 1e= 9 g'(0,5) 1 731 g'(2) 4.2 16 =16
3,94 = 0 — creciente —7,31 < 0 — decreciente 3,94 = 0 = creciente

Por tanto, el area es minima en a = 1, y su valor es:

(12 +3)? 42 )
g =g =g =

2. Considereu el sistema d’equacions lineals segilient, que depén del parametre
real k:

5x+y+4z=19
kx+2y+ 8z =28
5x+y—kz=23+k

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k.
[1,25 punts]
Emplearemos el teorema de Rouché-Frobenius. Para ello, hay que calcular el
determinante de la matriz y de la matriz ampliada para los distintos valores que puede

tomar el parametro k.

En primer lugar, escribimos el sistema en forma de matriz ampliada:

5x+y+4z=19 5 1 4] 19
kx+2y+82=28} > (A*)=<k 2 8| 28 >
S5x+y—kz=23+k 5 1 —kl23+k

Calculando el determinante de la matriz de coeficientes e igualandolo a cero podemos

averiguar los valores que debe tomar el parametro k para que se anule el determinante:

5 1 4
Al = |k 2 8= (—10k + 4k + 40) — (40 + 40 — k?) = —6k — 40 + k?
5 1 —k
6+14_20
6+v36+160 6+ 14 =5 =
Si|Al=0 » k2 —6k—40=0 — k = = =J 2 2
2 2 6-14_ 8_
2 2

Por tanto, distinguimos entre los siguientes casos:

e Casol: k+—-4, k+#10
5 1 4 5 1 4| 19
A=k 2 8 Aa)=(k 2 8| 28
5 1 —k 5 1 —kl23+k

|Al #0 - rg(A) =3 |A*| #0 > rg(A*) =3



Como:

Sistema Compatible Determinado (SCD)
Solucion Gnica

19
28
19

La 12y la 32filas son iguales en ambas matrices, por lo que se elimina la 32 fila

rg(A) = rg(4*) = n%incognitas —

e Caso 2: k=-4

5 1 4 5 1 4
A=(-4 2 8 Aa)=(-4 2 8
5 1 4 5 1 4

y se determina que:
Al =0->1rg(A) <2 |A*] =0 > rg(A) <2

Tenemos que comprobar un determinante de orden menor:
_|5 15_ _ _
4| = |_4 2|—1O+4—14—>|A|¢0—>rg(A)—2

|A*[#0 > rg(4") =2
Como:

Sistema Compatible Indeterminado (SCI)

_ . Oiun i rean d
rg(4) = rg(4") # ntincognitas — Infinitas soluciones

e Caso 3: k=10
5 1 4 5 1 4 |19
@A=10 2 8 A4)=(10 2 8 |28
5 1 —10 5 1 -—10I33
1Al = 0> rg(4) <2
5 1 19
A =10 2 28|=0-rg(4") <2
5 1 33
5 4 19
|A*l=110 8 28| =1460— 1900 + 560 — 760 + 1400 — 1320 = —560 # 0
5 —10 33
rg(A*) =3
Como:

Sistema Incompatible (SI)

A) #rg(4*
rg(A) # rg(4’) - No tiene solucién

b) Resoleu, si és possible, el sistema per al cas k = 0.
[1,25 punts]
Sik=0:



2y + 8z = 28

5x+y+4Z:19}
5x +y =23

Vamos a resolver el sistema por el método de Gauss.

5 1 4[19\, . /5 1 4
3 1
<0 2 828>—><0 2 8

5 1 0I23 0 0 —4

19
28
4
Quedando asi:

5x+y+4z=19

=—1
2y + 8z = 28 T, 2y-8=28 - 2y=36 » y=18
—4z = 4 - z=-1

=18, z=-1
Sx+y+4z=19 —", 5¢+18—4=19 - 5x=5 — x=1

Por tanto, la solucién al sistema es:

x=1
y =18
z=-1

a) Calculeu I'equacié general del pla T que passa pel punt (8,8,8) i té com a

vectors directorsu=(1,2,-3)iv=(-1,0,3).
[1,25 punts]

Recordamos que un plano esta formado por dos vectores y un punto. Asi, el plano ©

sera:
P(8,8,8)

u=(12-3)

v =(-1,0,3)

Por tanto, la ecuacion del plano viene dada por el siguiente determinante:

X—Xp Y—Yp Z—2p x—8 y—8 z-8
. Uy Uy U, | = 1 2 -3 | =
Ux Yy Vz -1 0 3

[6(x —8) +3(y—8)] - [-2(z—-8) +3(y — 8)] =
[6x —48 + 3y —24] — [-2z+ 16 + 3y — 24] =
6x—72+3y+2z—-3y+8

m:6x+2z—64=0 - m3x+z—-32=0



b) Determineu el valor del parametre a perque el punt (1,-5,a) pertanyi al pla
7 i calculeu I'equacio paramétrica de la recta que passa per aquest punt i

és perpendicular al pla m.
[1,25 punts]

Para que el punto pertenezca al plano m, debe haber un Unico valor para cada parametro
gue multiplica a los vectores. Para ello, hay que sustituir el punto en la ecuacién del

plano y que se cumpla:

Q(lﬁ_sﬁa) . _ - _ _ _
7T:3x+z—32=0} 3-1+a—-32=0 - a=32-3 - a=29

Para calcular la ecuacién de la recta perpendicular al plano = necesitamos un punto por

el que pase (el punto Q) y un vector director (el vector normal del plano):
rlim - _’u_;:‘h-):(3:011)

Ahora podemos calcular la ecuacion de la recta r:

{"=(3o1) =) YT o
Ur 7 z=29+21
siendo A € R.

ax?+b

4. Considereu la funcié f(x) = , €N qué a i bson dos parametres reals.

x
Calculeu els valors de a i b de manera que la funcio f(x) tingui una asimptota

obligua de pendent 1i un minim en el punt de la grafica d’abscissa x = 2.

[2,5 punts]

La ecuacion de una asintota oblicua es de la forma y = mx + n. Nos dicen que la

pendiente tiene que ser 1:

ax®>+b
. f(x) m=1 .
m=Ilim— — 1= lim
x—o X X— 00 X
ax?+b L
1= lim > =— - [ndeterminaciéon
X—00 X (0e]
- xz .
l1=lim—=Ilima=a = a=1
X—00 x X—00

Para obtener los extremos hay que derivar la funcién e igualarla a cero para x = 2:

ax?+b a=1 x> +b

— [

fx) =

X



) ] c\’ c'-d-d'-c
Aplicando la regla del cociente: 2 =T

d d
00 a(x2+b)-x—a(x)-(x2+b) 2x-x—(x?+b) 2x2—x*—b x*-—b
x) = = =

x2 x2 x2 x2
Igualando a cero para x = 2:

22 —b
f[@)=0 - —==0 > 4-b=0 - b=4

Para comprobar si se trata realmente de un minimo debemos hacer la segunda derivada
y ver si es mayor de cero:

Regla del cociente

" c'-d-d' d d
, x2_4 (2) =C FE ¢ ., a(xz—ll-)-xz—a(xz).(xz_‘l-)
fe="2 1= G2
2x - x2 = 2x - (x? —4)
) = i
2:22-2.2-(22-4) 2* 1
f(2) = T =57 =1>0 - Esunminimo
o : (1 1
5. Siguila matriu 4 = (_3 _4).

a) Trobeu la matriu X que satisfa 'equacié AX = I — 3X, en que I és la matriu
identitat d’ordre 2.
[1,25 punts]

Tomando la matriz X como:

Sustituimos en la expresion:
AX=1-3x - (—13 —14)((:f Z):((l) (1))_3(? Z)

(Seae —ap-aa)=(o -2 30)

( atc b+d ):(1—3a —3b)

—3a—4c —-3b—4d —3c 1-3d
a+c=1-3a da+c=1
b+d=-3b Separando segun incégnitas —3a—c= 0}
—3a—4c=-3c 4b+d=0}
—3b—-4d =1-3d —-3b—-d=1
4a+c=1} Sumando . 1 ) f—1-4 o c=-3
—3a—c=0



4b+d=0 Sumando _ b=1 _
—3b—d=1} T b=1 5 d=-—4

Por tanto, la matriz X sera:

/11
X = (_3 _4)
b) Comproveu que la matriu X és invertible i calculeu-ne la matriu inversa.
[1,25 punts]

La inversa de la matriz X se obtiene mediante la siguiente expresion:

Adj(X™)

X t=
X

Por tanto, para que una matriz sea invertible su determinante debe ser distinto de cero.

Vamos a comprobarlo:

1 1

X=]5 2,

| =—4—(-3)=-1 - |X|#0 - LamatrizX esinvertible.

Calculamos los términos de la expresion anterior.

La traspuesta de una matriz se obtiene intercambiando las filas por columnas:
1 -3
T —
xR (1 _4)

La matriz adjunta es aquella en la que cada elemento se sustituye por su adjunto,
teniendo en cuenta la posicidon que ocupa para asignar el signo.
: : +(—4) —
XT = [ } Ty —=
—4 Adj(X7) (— ' +§I)

Siguiendo este procedimiento:

rao=("9) )

Sustituyendo en la expresién de la matriz inversa:

G ‘11):(4 1)

-1 —
S — -3 -1

6. Considereu la funcio f(x) = x3.

a) Calculeu en quin punt del tercer quadrant la recta tangent a y = f(x) és
parallela a la recta 3x — y = 4. Calculeu '’equacié de la recta tangent a la
grafica en aquest punt i feu un dibuix aproximat de la grafica de la funcié i
les dues rectes.

[1,25 punts]



La ecuacion de la recta tangente en un punto x, es:
y = f(xo) = f'(x0) (x — x0)

Como la tangente es paralela a la recta 3x — y = 4, debe tener la misma pendiente:

y=mx+n
y=3x—4 —— m=3

Teniendo en cuenta que la pendiente de la recta tangente viene dada por la derivada de

la funcion:

m(x) = f'(x)

f(x)=X3m—>=f3'(x):3x2}m(x)=f'(x) -5 3=3x2 5 x2=1->x=V1 > x=+1

Como nos dicen que se trata de un punto del tercer cuadrante, las coordenadas x e y

son negativas. Por tanto, nos quedamos con x = —1.
Calculamos los parametros de la ecuacion de la recta tangente para x, = —1:
fxo) =f(-D=(-1)°=-1
f'(x) =f'(=1) =3(-1)> =3 =3
Sustituyendo obtenemos la ecuacioén de la recta tangente:
y—(D=3x-(-1) - y=3x+2 - g

Para hacer un dibujo aproximado de la grafica hacemos una tabla de valores para f(x)

y otra para la recta tangente, teniendo en cuenta que el dominio de ambas es todo R.

y =x° ! y=3x[+2
x ¥ ;
-2 | —8
_ -1 4
0 0 3
1 2
2 a8
;
y=3x+2 P I Y P 2 3 5 5
X Yy
-1 | -1




b) Calculeu I'area de la regié delimitada per y = f(x) i larectay = 3x + 2.
[1,25 punts]

El area pedida es la integral definida entre los puntos de corte de ambas funciones.
Por tanto, en primer lugar hay que calcular los puntos de corte de las funciones:

flx) =x3

y=3x+2} f)=y - x*=3x+2 - x*-3x-2=0

Resolviendo por Ruffini:

1 -1 -2 0 - x2—x-2=0

x> —x—-2=0

1+3 4

1+ /D7 —4-1-(-2) 1+VI+8 149 143 | —5 =32

* 2-1 % T2 2 |1=3_-2_
R 2%

Las raices son: x = —1 (doble), x = 2

Asi, el area es la integral definida entre —1 y 2 en valor absoluto de una funcién

menos la otra:

2 2 2
Area(S) = f (g() — f(x)) dx = f Bx+2—x¥dx = f (=x3 +3x + 2)dx =
1 -1 -1

4 2 2 4 Y —1)4 .(=1)2
S R S W RCLE R e
-1

4 2 4 2 2

[—4+ 6 + 4] 1.3 2]—6 “1H078 27 s
R VI



