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El alumno deberá escoger libremente CINCO problemas completos de los DIEZ 
propuestos. Se expresará claramente los elegidos. Si se resolvieran más, sólo se 
corregirán los 5 primeros que estén resueltos (según el orden de numeración de pliegos 
y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados. 

 

2.- CALCULADORA: Se permitirá el uso de calculadoras no programables (que no admitan 
memoria para texto ni representaciones gráficas). 

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACIÓN: Los 5 ejercicios se puntuarán sobre un máximo 
de 2 puntos. Se observarán fundamentalmente los siguientes aspectos: Correcta utilización de 
los conceptos, definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situación que se 
trata de resolver. Justificaciones teóricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. 
Claridad y coherencia en la exposición. Precisión en los cálculos y en las notaciones. Deben 
figurar explícitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la 
argumentación lógica y los cálculos. 

 

E1.- (Álgebra)  

Se considera el sistema de ecuaciones lineales: {
𝑥 − 𝑦 + 𝑎𝑧 = 0
𝑥 − 𝑧 = 0

2𝑥 + 𝑎𝑦 − 2𝑧 = 0
 

a) Estudie la existencia y número de soluciones según los valores del parámetro 
real 𝑎.             (1,2 puntos)  

b) Resuélvalo, si es posible, para el valor del parámetro 𝑎 = −1.     (0,8 puntos) 

E2.- (Álgebra)  

Sea la matriz 𝐴 = (
𝑎 + 1 1
𝑎 − 3 𝑎 − 3

) 

a) Indique para qué valores de 𝑎 existe la matriz inversa 𝐴−1.     (0,5 puntos) 

b) Si 𝑎 = 4 , 𝐵 = (
2 0
1 1

) , 𝐶 = (
1 1
0 2

) , 

encuentre la matriz 𝑋 que verifica que 𝐵 + 𝑋𝐴 = 𝐶.       (1,5 puntos) 

E3.- (Geometría)  

Sea el plano 𝜋 ≡ 𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 + 1 = 0, la recta 𝑟 ≡ {
𝑥 − 𝑦 = 0
𝑧 + 1 = 0

   y el punto                     

𝐴 = (1, 3, −1). 

Hallar la ecuación del plano que pasa por 𝐴, es paralelo a 𝑟 y perpendicular a 𝜋.  

      (2 puntos) 

E4.- (Geometría)  

Dado el punto 𝐴 = (1, 2, 4) y la recta 𝑟 ≡
𝑥−1
2 =

𝑦−1
1 =

𝑧−1
2  , 

a) Hallar un punto 𝐵 de la recta 𝑟 de forma que el vector 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ sea paralelo al plano 
𝜋 ≡ 𝑥 + 2𝑧 = 0.          (1,5 puntos) 

b) Hallar un vector (𝑎, 𝑏, 𝑐) perpendicular a (1, 0, −1) 𝑦 (2, 1, 0).    (0,5 puntos) 

E5.- (Análisis)  

Representar gráficamente la función𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥  , calculando previamente sus 
extremos relativos, intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y 
convexidad y sus asíntotas.             (2 puntos) 



 

 

E6.- (Análisis)  

Demuestre que la ecuación 𝑥3 − 12𝑥 = −2 tiene una solución en el intervalo 2,2 y 
pruebe además que esa solución es única.           (2 puntos) 

 E7.- (Análisis)  

a) Calcular  lim
𝑥→0

𝑒𝑥−cos𝑥−𝑥
𝑒𝑥+sen𝑥−1

.               (1 punto) 

b) Calcular∫ (𝑠𝑒𝑛 𝑥 + cos 𝑥)𝑑𝑥

𝜋

2
0

.                     (1 punto) 

E8.- (Análisis)  

a) Calcule los puntos de corte de las gráficas de las funciones 𝑓(𝑥) =
2
𝑥 y           

𝑔(𝑥) = 3 − 𝑥.            (0,5 puntos) 
b) Sabiendo que en el intervalo 1,2 se verifica que 𝑔(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥) calcular el área del 

recinto limitado por la gráfica de ambas funciones en dicho intervalo. (1,5 puntos) 

E9.- (Probabilidad y estadística)  

El peso de los alumnos de 2º de bachillerato de un instituto de León, sigue una 
distribución normal, de media 75 kg y de desviación típica 5. Si se elige al azar un 
alumno, calcular la probabilidad de que:  

a) Tenga un peso entre 70 y 80 kg.              (1 punto)  
b) Tenga un peso superior a 85 kg.                 (1 punto)  

E10.- (Probabilidad y estadística)  

La probabilidad de que a un puerto llegue un barco de tonelaje bajo, medio o alto es 
0,6, 0,3 y 0,1, respectivamente. La probabilidad de que necesite mantenimiento en el 

puerto es 0,25 para los barcos de bajo tonelaje, 0,4 para los de tonelaje medio y 0,6 
para los de tonelaje alto.  

a) Si llega un barco a puerto, calcule la probabilidad de que necesite mantenimiento.  
        (1 punto)  

b) Si un barco ha necesitado mantenimiento, calcule la probabilidad de que sea de 
tonelaje medio.                (1 punto)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

SOLUCIONES JULIO 2020 

E1.- (Álgebra) Se considera el sistema de ecuaciones lineales: {
𝒙 − 𝒚 + 𝒂𝒛 = 𝟎
𝒙 − 𝒛 = 𝟎

𝟐𝒙 + 𝒂𝒚 − 𝟐𝒛 = 𝟎
 

a) Estudie la existencia y número de soluciones según los valores del 

parámetro real 𝒂.           (1,2 puntos) 

Emplearemos el teorema de Rouché-Fröbenius. Para ello, hay que calcular el 

determinante de la matriz y de la matriz ampliada para los distintos valores que puede 

tomar el parámetro 𝑎. 

En primer lugar, escribimos el sistema en forma de matriz ampliada: 

𝑥 − 𝑦 + 𝑎𝑧 = 0
𝑥 − 𝑧 = 0

2𝑥 + 𝑎𝑦 − 2𝑧 = 0
}      (𝐴∗) = (

1 −1 𝑎
1 0 −1
2 𝑎 −2

|
0
0
0
) 

Calculando el determinante de la matriz de coeficientes e igualándolo a cero podemos 

averiguar los valores que debe tomar el parámetro 𝑎 para que se anule el determinante: 

|𝐴| = |
1 −1 𝑎
1 0 −1
2 𝑎 −2

| = (2 + 𝑎2) − (2 − 𝑎) = 𝑎2 + 𝑎 = 𝑎 · (𝑎 + 1) 

𝑆𝑖 |𝐴| = 0 → 𝑎 · (𝑎 + 1) = 0 →
𝑎 = 0
𝑎 = −1

 

Por tanto, distinguimos entre los siguientes casos: 

 Caso 1:  𝑎 ≠ 0 ,    𝑎 ≠ −1 

(𝐴) = (
1 −1 𝑎
1 0 −1
2 𝑎 −2

)    (𝐴∗) = (
1 −1 𝑎
1 0 −1
2 𝑎 −2

|
0
0
0
) 

 

|𝐴| ≠ 0 → 𝑟𝑔(𝐴) = 3  |𝐴∗| ≠ 0 → 𝑟𝑔(𝐴∗) = 3  

Como: 

𝑟𝑔(𝐴) = 𝑟𝑔(𝐴∗) = 𝑛º𝑖𝑛𝑐ó𝑔𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠 →
𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝐷𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜 (𝑆𝐶𝐷)

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛 ú𝑛𝑖𝑐𝑎
 

 Caso 2:  𝑎 = −1 

(𝐴) = (
1 −1 −1
1 0 −1
2 −1 −2

)  (𝐴∗) = (
1 −1 −1
1 0 −1
2 −1 −2

|
0
0
0
) 

 

|𝐴| = 0 → 𝑟𝑔(𝐴) ≤ 2   



 

 

|𝐴∗| = |
1 −1 0
1 0 0
2 −1 0

| = 0 → 𝑟𝑔(𝐴∗) ≤ 2 

 Tomamos un determinante de 𝐴 de grado menor: 

|𝐴| = |
1 −1
1 0

| = 0 + 1 = 1 

|𝐴| ≠ 0 → 𝑟𝑔(𝐴) = 2 

Por tanto: 

|𝐴∗| ≠ 0 → 𝑟𝑔(𝐴∗) = 2 

Como: 

𝑟𝑔(𝐴) = 𝑟𝑔(𝐴∗) ≠ 𝑛º𝑖𝑛𝑐ó𝑔𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠 →
𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜 (𝑆𝐶𝐼)

𝐼𝑛𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠
 

 Caso 3:  𝑎 = 0 

(𝐴) = (
1 −1 0
1 0 −1
2 0 −2

)  (𝐴∗) = (
1 −1 0
1 0 −1
2 0 −2

|
0
0
0
) 

|𝐴| = 0 → 𝑟𝑔(𝐴) ≤ 2   

|𝐴∗| = |
1 −1 0
1 0 0
2 0 0

| = 0 → 𝑟𝑔(𝐴∗) ≤ 2 

|𝐴∗| = |
1 0 0
1 0 −1
2 0 −2

| = 0 → 𝑟𝑔(𝐴∗) ≤ 2 

|𝐴∗| = |
0 −1 0
0 0 −1
0 0 −2

| = 0 → 𝑟𝑔(𝐴∗) ≤ 2 

 Tenemos que comprobar un determinante de orden menor: 

|𝐴| = |
1 −1
1 0

| = 0 + 1 → |𝐴| ≠ 0 → 𝑟𝑔(𝐴) = 2 

 Por tanto: 

|𝐴∗| ≠ 0 → 𝑟𝑔(𝐴∗) = 2 

Como: 

𝑟𝑔(𝐴) = 𝑟𝑔(𝐴∗) ≠ 𝑛º𝑖𝑛𝑐ó𝑔𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠 →
𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜 (𝑆𝐶𝐼)

𝐼𝑛𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠
 

b) Resuélvalo, si es posible, para el valor del parámetro 𝒂 = −𝟏.      (0,8 puntos) 

Si 𝑎 = −1: 



 

 

𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = 0
𝑥 − 𝑧 = 0

2𝑥 − 𝑦 − 2𝑧 = 0
} → 𝑥 = 𝑧 →

𝑥 − 𝑦 − 𝑥 = 0
2𝑥 − 𝑦 − 2𝑥 = 0

} →
−𝑦 = 0
−𝑦 = 0

 

Dos ecuaciones son linealmente dependientes. Para resolver este sistema, de infinitas 

soluciones, es necesario fijar parámetros: 

𝑁º 𝑝𝑎𝑟á𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠 = 𝑁º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠 − 𝑁º 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑛𝑜 𝑛𝑢𝑙𝑎𝑠 = 3 − 2 = 1 

Por tanto, hay que fijar un parámetro: 

𝑧 = 𝜆 

Resolviendo el sistema en función de este parámetro: 

𝑥 = 𝑧   
𝑧=𝜆
→     𝑥 = 𝜆 

𝑦 = 0 

Así, las soluciones son: 

𝑥 = 𝜆 

𝑦 = 0 

𝑧 = 𝜆 

𝑐𝑜𝑛 𝜆𝜖ℝ. 

E2.- (Álgebra) Sea la matriz 𝑨 = (
𝒂 + 𝟏 𝟏
𝒂 − 𝟑 𝒂 − 𝟑

) 

a) Indique para qué valores de 𝒂 existe la matriz inversa 𝑨−𝟏.     (0,5 puntos) 

La inversa de una matriz se obtiene mediante la siguiente expresión: 

𝐴−1 =
𝐴𝑑𝑗(𝐴𝑇)

|𝐴|
 

Por tanto, para que una matriz sea invertible su determinante debe ser distinto de 

cero. 

|𝐴| = |
𝑎 + 1 1
𝑎 − 3 𝑎 − 3

| = (𝑎 + 1) · (𝑎 − 3) − (𝑎 − 3) = 𝑎2 − 3𝑎 + 𝑎 − 3 − 𝑎 + 3 = 

|𝐴| = 𝑎2 − 3𝑎 

Igualamos a cero: 

|𝐴| = 0   →    𝑎2 − 3𝑎 = 0   →    𝑎 · (𝑎 − 3) = 0   {
𝑎 = 0
𝑎 = 3

 

En estos dos casos el determinante de 𝐴 es nulo, por lo que no existiría la inversa. 

Por tanto, cuando 𝑎 ≠ 0 o 𝑎 ≠ 3 la matriz 𝐴 es invertible. 



 

 

b) Si 𝒂 = 𝟒 , 𝑩 = (
𝟐 𝟎
𝟏 𝟏

) , 𝑪 = (
𝟏 𝟏
𝟎 𝟐

) , 

encuentre la matriz 𝑿 que verifica que 𝑩+ 𝑿𝑨 = 𝑪.      (1,5 puntos) 

Despejamos 𝑋 de la primera expresión: 

𝐵 + 𝑋𝐴 = 𝐶   →    𝑋𝐴 = 𝐶 − 𝐵   →    𝑋𝐴 · 𝐴−1 = (𝐶 − 𝐵) · 𝐴−1    →    𝑋 = (𝐶 − 𝐵) · 𝐴−1 

La inversa de la matriz 𝐴 se obtiene mediante la siguiente expresión: 

𝐴−1 =
𝐴𝑑𝑗(𝐴𝑇)

|𝐴|
 

Calculamos los términos de la expresión anterior: 

|𝐴| = |
5 1
1 1

| = 5 − 1 = 4 

La traspuesta de una matriz se obtiene intercambiando las filas por columnas: 

𝐴𝑇 = (
5 1
1 1

) 

La matriz adjunta es aquella en la que cada elemento se sustituye por su adjunto, 

teniendo en cuenta la posición que ocupa para asignar el signo. 

 

Siguiendo este procedimiento: 

𝐴𝑑𝑗(𝐴𝑇) = (
+1 −1
−1 +5

) 

Sustituyendo en la expresión de la matriz inversa: 

𝐴−1 =
( 1 −1
−1 5

)

4
=
1

4
(
1 −1
−1 5

) 

Por tanto: 

𝑋 = (𝐶 − 𝐵) · 𝐴−1    →    𝑋 = ((
1 1
0 2

) − (
2 0
1 1

)) ·
1

4
(
1 −1
−1 5

) 

𝑋 = (
−1 1
−1 1

) ·
1

4
(
1 −1
−1 5

)    →    𝑋 =
1

4
(
−1 1
−1 1

) (
1 −1
−1 5

) 

𝑋 =
1

4
(
−1 − 1 1 + 5
−1 − 1 1 + 5

)    →    𝑋 =
1

4
(
−2 6
−2 6

)    →    𝑋 = (
−
2

4

6

4

−
2

4

6

4

)    →    𝑋 = (
−
1

2

3

2

−
1

2

3

2

) 

E3.- (Geometría) Sea el plano 𝝅 ≡ 𝒙 − 𝟐𝒚 + 𝟐𝒛 + 𝟏 = 𝟎, la recta 𝒓 ≡ {
𝒙 − 𝒚 = 𝟎
𝒛 + 𝟏 = 𝟎

   y el 

punto 𝑨 = (𝟏,𝟑, −𝟏). 



 

 

Hallar la ecuación del plano que pasa por 𝑨, es paralelo a 𝒓 y perpendicular a 𝝅.  

      (2 puntos) 

Recordamos que un plano está formado por dos vectores y un punto.  

Así, como el plano 𝜋′ es paralelo a 𝑟, estará formado por el vector director 𝑢⃗ 𝑟.  

𝐶𝑜𝑚𝑜 𝜋′ ∥ 𝑟  →    𝑢𝜋′1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =𝑢⃗ 𝑟 

Para obtener el vector director de 𝑟 necesitamos pasar su ecuación a forma paramétrica: 

𝑟 ≡ {
𝑥 − 𝑦 = 0
𝑧 + 1 = 0

   →      {
𝑥 = y
𝑧 = −1

   
𝑦=𝜆
→     {

𝑥 = 𝜆
𝑦 = 𝜆
𝑧 = −1

   →    {
𝑥 = 0 + 𝜆
𝑦 = 0 + 𝜆
𝑧 = −1 + 0𝜆

 

Por lo que: 

𝑢𝜋′1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =𝑢⃗ 𝑟= (1, 1, 0) 

Como sabemos, el vector normal a un plano es un vector perpendicular al mismo. Por 

tanto, un vector director del plano 𝜋′ será el vector normal de 𝜋: 

𝐶𝑜𝑚𝑜 𝜋′ ⊥ 𝜋  →    𝑢𝜋′2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑛𝜋⃗⃗ ⃗⃗ = (1,−2, 2) 

Como punto, se coge el punto por el que pasa: 

𝐴 = (1, 3, −1) 

Por tanto, la ecuación del plano viene dada por el siguiente determinante: 

𝜋′: |

𝑥 − 𝑥𝐴 𝑦 − 𝑦𝐴 𝑧 − 𝑧𝐴
𝑢𝑟𝑥 𝑢𝑟𝑦 𝑢𝑟𝑧
𝑢𝜋𝑥 𝑢𝜋𝑦 𝑢𝜋𝑧

| 

𝐴 = (1, 3, −1)

𝑢𝜋′1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =𝑢⃗ 𝑟= (1, 1, 0)

𝑢𝜋′2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑛𝜋⃗⃗ ⃗⃗ = (1, −2, 2)
}    →    𝜋′: |

𝑥 − 1 𝑦 − 3 𝑧 + 1
1 1 0
1 −2 2

| = 

[2(𝑥 − 1) − 2(𝑧 + 1)] − [(𝑧 + 1) + 2(𝑦 − 3)] = 

[2𝑥 − 2 − 2𝑧 − 2] − [𝑧 + 1 + 2𝑦 − 6] = 

2𝑥 − 2 − 2𝑧 − 2 − 𝑧 − 1 − 2𝑦 + 6 

𝜋′:  2𝑥 − 2𝑦 − 3𝑧 + 1 = 0 

E4.- (Geometría) Dado el punto 𝑨 = (𝟏, 𝟐, 𝟒) y la recta 𝒓 ≡
𝒙−𝟏
𝟐 =

𝒚−𝟏
𝟏 =

𝒛−𝟏
𝟐  , 

a) Hallar un punto 𝑩 de la recta 𝒓 de forma que el vector 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  sea paralelo al 

plano 𝝅 ≡ 𝒙 + 𝟐𝒛 = 𝟎.         (1,5 puntos) 

Para hallar un punto 𝐵 de la recta r debemos pasarla a forma paramétrica: 



 

 

𝑟 ≡
𝑥 − 1

2
=
𝑦 − 1

1
=
𝑧 − 1

2
   

𝑃𝑟(1,1,1)

𝑢⃗⃗ 𝑟=(2,1,2)
→          𝑟 ≡ {

𝑥 = 1 + 2𝜆
𝑦 = 1 + 𝜆
𝑧 = 1 + 2𝜆

   →    𝐵(1 + 2𝜆, 1 + 𝜆, 1 + 2𝜆) 

Así, el vector 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ será: 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (1 + 2𝜆, 1 + 𝜆, 1 + 2𝜆) − (1, 2, 4) = (2𝜆,−1 + 𝜆,−3 + 2𝜆) 

Que 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ sea paralelo al plano 𝜋 significa que 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ debe ser perpendicular al vector normal 

del plano 𝜋 (𝑛𝜋⃗⃗ ⃗⃗ = (1,0, 2)), es decir, el producto escalar de ambos debe ser nulo: 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2𝜆,−1 + 𝜆,−3 + 2𝜆)

𝑛𝜋⃗⃗ ⃗⃗ = (1,0, 2)
}    →    𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ · 𝑛𝜋⃗⃗ ⃗⃗ = 0   →    (2𝜆, −1 + 𝜆,−3 + 2𝜆) · (1,0, 2) = 0 

2𝜆 − 6 + 4𝜆 = 0   →   −6 + 6𝜆 = 0   →    6𝜆 = 6   →    𝜆 = 1 

Por tanto, las coordenadas del punto 𝐵 pedido serán: 

𝐵(1 + 2𝜆, 1 + 𝜆, 1 + 2𝜆)    
𝜆=1
→     𝐵(3, 2, 3) 

b) Hallar un vector (𝒂, 𝒃, 𝒄) perpendicular a (𝟏,𝟎, −𝟏) 𝒚 (𝟐, 𝟏, 𝟎).    (0,5 puntos) 

Para obtener un vector perpendicular a otros dos hay que hacer el producto vectorial de 

ambos vectores: 

𝑢⃗  𝑥 𝑣  

Por tanto: 

(𝑎, 𝑏, 𝑐) = (1, 0, −1) 𝑥 (2, 1, 0) = |
𝑖 𝑗 𝑘⃗ 

1 0 −1
2 1 0

| 

|
𝑖 𝑗 𝑘⃗ 

1 0 −1
2 1 0

| = (−2𝑗 + 𝑘⃗ ) − (−𝑖 ) = 𝑖 − 2𝑗 + 𝑘⃗    →    (1, −2, 1) 

E5.- (Análisis) Representar gráficamente la función𝒇(𝒙) = 𝒙𝒆𝒙 , calculando 

previamente sus extremos relativos, intervalos de crecimiento y decrecimiento, 

concavidad y convexidad y sus asíntotas.           (2 puntos) 

Ahora analizamos el crecimiento de la función y sus extremos relativos. Para ello, 

obtenemos las raíces de la primera derivada igualándola a cero: 

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥    

𝑅𝑒𝑔𝑙𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑜

(𝑓·𝑔)′=𝑓′·𝑔+𝑔′·𝑓
→                  𝑓′(𝑥) =

𝑑

𝑑𝑥
(𝑥) · 𝑒𝑥 +

𝑑

𝑑𝑥
(𝑒𝑥) · 𝑥 

𝑓′(𝑥) = 1 · 𝑒𝑥 + 𝑒𝑥 · 𝑥   →    𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥 

𝑓′(𝑥) = 0   →    𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥 = 0 

𝑒𝑥(1 + 𝑥) = 0   {
𝑒𝑥 = 0   →    𝑁𝑜 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛

1 + 𝑥 = 0   →    𝑥 = −1
 



 

 

Representamos y tomamos un valor de cada intervalo para estudiar el comportamiento 

de la función antes y después de ese valor: 

 

Por tanto, la función es decreciente de (−∞,−1) y creciente de (−1,∞). En 𝑥 = −1 

presenta un mínimo relativo. 

Para estudiar la concavidad y convexidad hay que hacer la segunda derivada e 

igualarla a cero: 

𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥    →    𝑓′′(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
(𝑒𝑥) +

𝑑

𝑑𝑥
(𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥) 

𝑓′′(𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥    →    𝑓′′(𝑥) = 2𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥 

𝑓′′(𝑥) = 0   →    2𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥 = 0 

𝑒𝑥(2 + 𝑥) = 0   {
𝑒𝑥 = 0   →    𝑁𝑜 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛

2 + 𝑥 = 0   →    𝑥 = −2
 

Estudiamos la segunda derivada antes y después de 𝑥 = −2: 

 

Ahora calculamos sus asíntotas: 

 Asíntotas verticales: 𝑥 = 𝑎 

La función es continua en todo ℝ, por tanto, no tiene asíntotas verticales. 

 Asíntota horizontal: 𝑦 = 𝑏 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥𝑒𝑥 = +∞ 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥𝑒𝑥 = −∞ · 0   →    𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑐𝑖ó𝑛 

Para resolver esta indeterminación convierto el producto en división y aplico 

L’Hôpital: 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥

𝑒−𝑥
=
−∞

𝑒∞
=
−∞

∞
   

𝐿′𝐻
→ 

lim
𝑥→−∞

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)

   lim
𝑥→−∞

1

−𝑒−𝑥
=

1

−𝑒∞
=
1

−∞
= 0 



 

 

 Hay asíntota horizontal en 𝑦 = 0. 

 Asíntota oblicua: 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑛 

Como hay asíntota horizontal, no hay asíntota oblicua. 

Hacemos una tabla de valores y representamos: 

 

E6.- (Análisis) Demuestre que la ecuación 𝒙𝟑 − 𝟏𝟐𝒙 = −𝟐 tiene una solución en el 

intervalo 𝟐,𝟐 y pruebe además que esa solución es única.         (2 puntos) 

El teorema de Bolzano estudia las propiedades de las funciones en un intervalo. Según 

este teorema, si una función 𝑓(𝑥) es continua en un intervalo [𝑎, 𝑏] y toma valores de 

signos opuestos en los extremos (por lo que de esta forma corta al eje OX), entonces 

existe al menos una raíz de la función 𝑓(𝑥) en (𝑎, 𝑏), es decir, existe un punto 𝑐 del 

intervalo (𝑎, 𝑏) en el que se cumple que 𝑓(𝑐) = 0. 

Vamos a comprobarlo. En primer lugar, a partir de la ecuación proporcionada 

planteamos la función a estudiar: 

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 12𝑥 + 2 

Esta función es continua en todo ℝ por ser polinómica, por tanto, cumple el primer 

requisito, es decir, es continua en el intervalo [−2, 2]. 

Ahora vamos a calcular que valores toma la función en los extremos del intervalo: 

𝑓(−2) = (−2)3 − 12 · (−2) + 2 = −8 + 24 + 2 = 18   →    𝑓(−2) > 0 



 

 

𝑓(2) = 23 − 12 · 2 + 2 = 8 − 24 + 2 = −14   →    𝑓(2) < 0 

Como podemos comprobar, la función toma valores de signos opuestos en los extremos 

del intervalo, es decir, cumple el segundo requisito. 

Por tanto, por el teorema de Bolzano sabemos que existe un punto 𝑐 ∈ (−2, 2) en el que 

se cumple que 𝑓(𝑐) = 0: 

𝑓(𝑐) = 0  →    𝑐3 − 12𝑐 + 2 = 0   →    𝑐3 − 12𝑐 = −2 

Por tanto, queda demostrado que 𝑥3 − 12𝑥 = −2 tiene alguna solución en [−2, 2]. 

Sin embargo, en el enunciado nos piden que además esa solución sea única. Para 

comprobarlo emplearemos el teorema de Rolle, que dice que si una función 𝑓(𝑥) es 

continua en un intervalo [𝑎, 𝑏] y derivable en (𝑎, 𝑏), y toma valores iguales en los 

extremos (𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏)), entonces existe un punto donde la primera derivada se anula, 

es decir, existe un punto 𝑐 del intervalo (𝑎, 𝑏) en el que se cumple que 𝑓′(𝑐) = 0. 

En este problema vamos a demostrarlo por reducción al absurdo. 

Como ya hemos dicho, la función 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 12𝑥 + 2 es continua y derivable en ℝ: 

𝑓(𝑥) = 3𝑥2 − 12 

Si la igualamos a cero obtenemos: 

𝑓′(𝑥) = 0  →    3𝑥2 − 12 = 0   →    3𝑥2 = 12   →    𝑥2 = 4   →    𝑥 = ±2 

Como ninguno de los dos valores (𝑥1 = −2 , 𝑥2 = 2) está en el intervalo  (−2, 2), la 

derivada está en contradicción con el teorema de Rolle, lo que permite afirmar que la 

solución de la ecuación inicial es única. 

E7.- (Análisis)  

a) Calcular  𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒆𝒙−𝐜𝐨𝐬𝒙−𝒙
𝒆𝒙+𝐬𝐞𝐧𝒙−𝟏

.              (1 punto) 

lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − cos 𝑥 − 𝑥

𝑒𝑥 + sen𝑥 − 1
=
𝑒0 − cos0 − 0

𝑒0 + sen0 − 1
=
1 − 1 − 0

1 + 0 − 1
=
0

0
   →    𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑐𝑖ó𝑛 

Para resolver esta indeterminación aplico L’Hôpital: 

lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − cos 𝑥 − 𝑥

𝑒𝑥 + sen 𝑥 − 1
=

𝐿′𝐻
→ 

lim
𝑥→0

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)

   lim
𝑥→0

𝑒𝑥 + sen𝑥 − 1

𝑒𝑥 + cos 𝑥
=
𝑒0 + sen0 − 1

𝑒0 + cos0
=
1 + 0 − 1

1 + 1
=
0

2
= 0 

b) Calcular∫ (𝒔𝒆𝒏 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝒅𝒙

𝝅

𝟐
𝟎

.                     (1 punto) 



 

 

∫ (𝑠𝑒𝑛 𝑥 + cos 𝑥)𝑑𝑥

𝜋
2

0

= [− cos 𝑥 + 𝑠𝑒𝑛 𝑥]

𝜋

2
.
0

= [− cos
𝜋

2
+ 𝑠𝑒𝑛 

𝜋

2
] − [− cos 0 + 𝑠𝑒𝑛 0] = 

[−0 + 1] − [−1 + 0] = 1 − (−1) = 1 + 1 = 2 

E8.- (Análisis)  

a) Calcule los puntos de corte de las gráficas de las funciones 𝒇(𝒙) =
𝟐
𝒙 y           

𝒈(𝒙) = 𝟑 − 𝒙.            (0,5 puntos) 

Como las gráficas se cortan en un punto, hay que igualarlas para calcular el valor de 

dicho punto: 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)   →    
2

𝑥
= 3 − 𝑥 

2 = 3𝑥 − 𝑥2    →    𝑥2 − 3𝑥 + 2 = 0 

𝑥 =
3 ± √9 − 8

2
=
3 ± √1

2
=
3 ± 1

2
= {

3 + 1

2
=
4

2
= 2

3 − 1

2
=
2

2
= 1

 

Por tanto, las gráficas se cortan en 𝑥 = 1 y en 𝑥 = 2. 

b) Sabiendo que en el intervalo 𝟏,𝟐 se verifica que 𝒈(𝒙) ≥ 𝒇(𝒙) calcular el área 

del recinto limitado por la gráfica de ambas funciones en dicho intervalo. 

(1,5 puntos) 

El área del recinto limitado por la gráfica de ambas funciones es la integral definida entre 

1 y 2 de una función menos la otra. En este caso, como 𝑔(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥), habrá que integrar 

𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥). 

∫ (3 − 𝑥 −
2

𝑥
)𝑑𝑥

2

1

= [3𝑥 −
𝑥2

2
− 2 ln 𝑥]

2
.
1
= [3 · 2 −

22

2
− 2 ln 2] − [3 · 1 −

12

2
− 2 ln 1] = 

[6 − 2 − 2 ln 2] − [3 −
1

2
− 0] = −2 ln 2 +

3

2
= 0,11 𝑢2 

E9.- (Probabilidad y estadística) El peso de los alumnos de 2º de bachillerato de 

un instituto de León, sigue una distribución normal, de media 75 kg y de 

desviación típica 5. Si se elige al azar un alumno, calcular la probabilidad de que:  

a) Tenga un peso entre 70 y 80 kg.              (1 punto) 

 Sea 𝑋 la variable que representa el peso de un estudiante de 2º de bachillerato: 

𝑋   ~   𝑁(𝜇, 𝜎) = 𝑁(75, 5) 

Nos piden calcular la probabilidad de que un estudiante al azar tenga un peso de entre 

70 y 80 kg: 



 

 

𝑃(70 < 𝑋 < 80) 

Como en este caso 𝑋 sigue una distribución normal 𝑁(𝜇 = 75, 𝜎 = 5), es necesario 

tipificar, es decir, hacer un cambio de variable para poder usar la tabla de distribución 

normal 𝑁(0,1). Se tipificará la variable 𝑍: 

𝑍 =
𝑋 − 𝜇

𝜎
 

Nos preguntan por 70 < 𝑋 < 80, por tanto: 

𝑃 (
70 − 75

5
< 𝑍 <

80 − 75

5
) = 𝑃(−1 < 𝑍 < 1) = 𝑃(𝑍 < 1) − 𝑃(𝑍 < −1) = 

= 𝑃(𝑍 < 1) − 𝑃(𝑍 > 1) = 𝑃(𝑍 < 1) − (1 − 𝑃(𝑍 < 1)) = 

= 𝑃(𝑍 < 1) + 𝑃(𝑍 < 1) − 1 = 2𝑃(𝑍 < 1) − 1 

Buscamos en la tabla el valor que se corresponde con 𝑍 = 1: 

 

𝑍 = 1   →    𝑃(−1 < 𝑍 < 1) = 2 · 0,8413 − 1 = 1,6826 − 1 = 0,6826 

b) Tenga un peso superior a 85 kg.                (1 punto)  

En este caso, nos piden calcular la probabilidad de que un estudiante al azar tenga 

un peso de mayor a 85 kg: 

𝑃(𝑋 > 85) 

Como 𝑋 sigue una distribución normal 𝑁(𝜇 = 75, 𝜎 = 5), es necesario tipificar para 

poder usar la tabla de distribución normal 𝑁(0,1). Se tipificará la variable 𝑍: 

𝑍 =
𝑋 − 𝜇

𝜎
 

Nos preguntan por 𝑋 > 85, por tanto: 

𝑃 (𝑍 >
85 − 75

5
) = 𝑃(𝑍 > 2) = 1 − 𝑃(𝑍 < 2) 

Buscamos en la tabla el valor que se corresponde con 𝑍 = 2: 



 

 

 

𝑍 = 2   →   𝑃(𝑍 > 2) = 1 − 0,9772 = 0,0228 

E10.- (Probabilidad y estadística) La probabilidad de que a un puerto llegue un 

barco de tonelaje bajo, medio o alto es 𝟎,𝟔, 𝟎, 𝟑 y 𝟎,𝟏, respectivamente. La 

probabilidad de que necesite mantenimiento en el puerto es 𝟎, 𝟐𝟓 para los barcos 

de bajo tonelaje, 𝟎,𝟒 para los de tonelaje medio y 𝟎,𝟔 para los de tonelaje alto.  

Construimos el diagrama de árbol: 

 

a) Si llega un barco a puerto, calcule la probabilidad de que necesite 

mantenimiento.                (1 punto) 

 La probabilidad de que un barco que llega a puerto necesite mantenimiento es: 



 

 

𝑃(𝑀) = 𝑃𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑞𝑢𝑒 𝑠𝑒𝑎 𝑑𝑒 𝑎𝑙𝑡𝑜 𝑡𝑜𝑛𝑒𝑙𝑎𝑗𝑒 𝑦 𝑛𝑒𝑐𝑒𝑠𝑖𝑡𝑒 𝑚𝑎𝑛𝑡𝑒𝑛𝑖𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜 + 

+ 𝑃𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑞𝑢𝑒 𝑠𝑒𝑎 𝑑𝑒 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑜 𝑡𝑜𝑛𝑒𝑙𝑎𝑗𝑒 𝑦 𝑛𝑒𝑐𝑒𝑠𝑖𝑡𝑒 𝑚𝑎𝑛𝑡𝑒𝑛𝑖𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜 +  

+ 𝑃𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑞𝑢𝑒 𝑠𝑒𝑎 𝑑𝑒 𝑏𝑎𝑗𝑜 𝑡𝑜𝑛𝑒𝑙𝑎𝑗𝑒 𝑦 𝑛𝑒𝑐𝑒𝑠𝑖𝑡𝑒 𝑚𝑎𝑛𝑡𝑒𝑛𝑖𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜 

Es decir: 

𝑃(𝑀) = 𝑃(𝐴) · 𝑃(𝑀|𝐴) + 𝑃(𝑀𝑑) · 𝑃(𝑀|𝑀𝑑) + 𝑃(𝐵) · 𝑃(𝑀|𝐵) = 

= 0,1 · 0,6 + 0,3 · 0,4 + 0,6 · 0,25 = 0,06 + 0,12 + 0,15 = 0,33 

b) Si un barco ha necesitado mantenimiento, calcule la probabilidad de que 

sea de tonelaje medio.               (1 punto)  

En este apartado nos preguntan sobre probabilidad condicionada. En concreto, nos 

piden calcular la probabilidad de que el barco sea de tonelaje medio sabiendo que 

ha necesitado mantenimiento: 

𝑃(𝑀𝑑|𝑀) =
𝑃(𝑀𝑑 ∩𝑀)

𝑃(𝑀)
 

𝑃(𝑀𝑑 ∩𝑀) establece la probabilidad de que ocurra el suceso 𝑀 y ocurra el suceso 

𝑀𝑑, es decir: 

𝑃(𝑀𝑑 ∩ 𝑀) = 𝑃(𝑀𝑑) · 𝑃(𝑀|𝑀𝑑) = 0,3 · 0,4 = 0,12 

La probabilidad de que de que un barco que llega a puerto necesite mantenimiento 

ya la habíamos calculado en el apartado anterior (𝑃(𝑀) = 0,33). 

Así, tenemos: 

𝑃(𝑀𝑑|𝑀) =
0,12

0,33
= 0,36 

 

 


